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確率的順位付けの数理モデル

服 部 哲 弥

1 強度が位置依存性を持つ確率的順位付け模型

本稿で扱うのは，確率的順位付け模型と呼ぶ，粒子たちの順位（位置）の時間発展についての確率

微分方程式系（粒子系）と，この粒子系の流体力学極限と呼ぶ，粒子数の大きい極限である．

予告を加えると，下記の方程式 (1)で決まる粒子系のランダムで従属性のある時間発展は，(24)の

ように，粒子数N が大きいときランダムだが独立な確率過程に近い（収束する）．ここで，(1)にない

量 μtは，ランダムな分布（経験分布）(4)の極限だが非ランダムな分布であり．流体力学極限と呼ん

だとおり，流体成分の空間分布の時間発展と解釈できる．以上の結果を本節にまとめ，第 2節で簡単

な場合の結果と実社会での具体例，第 3節で主定理の証明の構造，を文献を読む際の手がかりになる

ように紹介する．

1.1 確率的順位付け模型

T > 0を以後固定して有界な 1 + 1次元時空を考え，位置と時刻を (y, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]で表す．

自然数N を固定するごとに本稿で扱う方程式に現れる i = 1, . . . , N と t ∈ [0, T ]に対する（標準の確

率空間 (Ω,F , P)上の）確率変数 Y
(N)
i (t) : Ω → [0, 1]を時刻 tでの粒子 iの位置または相対順位と

見る．いつものように以後サンプル ω ∈ Ωへの言及を概ね略す．

第 1象限 R+ × R+ 上の単位強度のポワッソン乱測度 ν
(N)
i の独立な列 i = 1, . . . , N によって確率

が方程式に入る．ここで，第 1象限R+ ×R+上の単位強度のポワッソン乱測度 νとは，（第 1象限の 2

次元ルベーグ可測部分）集合 A ⊂ R+
2 に対して U = ν

(N)
i (A)は平均が面積 (E[ U([a, b] × [c, d]) ] =

(b − a)(d− c))のポワッソン分布（P[ U = k ] = e−E[ U ] E[ U ]k

k!
)に従う確率変数で，第 1象限内の

排反 (A ∩ B = ∅)な集合に対して U(A)と U(B)が独立なもの，を言う．

各 N ごとに，各粒子 i = 1, . . . , N について，ν
(N)
i の Y

(N)
i (t)への影響の強さを与える非負実数

値連続関数 wi(y, t)（強度）を選んで固定し，初期順位 Y
(N)
i (0) = y

(N)
i も固定する (y(N)

i =
i − 1
N

)

と，下記の方程式 (1)によって粒子系の確率的な時間発展が一意に決まる．これが確率的順位付け模

型である．なお，以下，集合 A上で 1で補集合 Ac上で 0なる関数を 1A と書き，また，時刻 sの関

数 Y
(N)
i (s)において sについての左極限の値を Y

(N)
i (s−)と書く．

Y
(N)
i (t) = y

(N)
i

+
1
N

N∑
j=1

∫
s∈(0,t]

∫
ξ∈R+

1Y
(N)

j (s−)>Y
(N)

i (s−) 1ξ∈[0,wj(Y
(N)

j (s−),s))
ν
(N)
j (dξ × ds)

−
∫

s∈(0,t]

∫
ξ∈R+

Y
(N)
i (s−)1ξ∈[0,wi(Y

(N)
i (s−),s))

ν
(N)
i (dξ × ds),

i = 1, 2, . . . , N, t � 0.

(1)

見た目を少し短くするために，
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ν̃
(N)
i (t) =

∫
s∈(0,t]

∫
ξ∈R+

1ξ∈[0,wi(Y
(N)

i (s−),s))
ν
(N)
i (dξ × ds) (2)

とおいて (1)に代入すると，

Y
(N)
i (t) = y

(N)
i +

1
N

N∑
j=1

∫ t

0
1Y

(N)
j (s−)>Y

(N)
i (s−)

ν̃
(N)
j (ds) −

∫ t

0

Y
(N)
i (s−)ν̃(N)

i (ds) (3)

と書ける．

wi(y, s)が定数ならば (2)の ν̃
(N)
i は，ν̃

(N)
i (t) = ν

(N)
i ([0, wi) × (0, t])なので，ν̃

(N)
i は強度 wiの

ポワッソン過程である．wi(y, s)が yについて定数ならば時刻 sに依存しても ν̃
(N)
i はやはり独立増分

な確率過程（非一様ポワッソン過程）である．このとき粒子 iの位置 Y
(N)
i は，他の j と独立にポワッ

ソン到着時刻ごとに 0になる (3)の右辺第 3項の効果と，第 2項による自分より下位の j が先頭に跳

んだ結果追い越されて
1
N
単位で順位を下げる効果だけで時間変化する．ここで Y

(N)
j (t) > Y

(N)
i (t)

であることを（時刻 tで）j が iの下位にあると表現するが，模型の名前どおり，位置 Y
(N)
i を相対順

位と見ている．たとえば位置 0は 1位を意味する．このアルゴリズムは先頭に跳ぶ (move-to-front)

規則として古くから知られている [46]が，wiたちが位置に依存しない場合に (3)をあらわに書いたの

は永幡幸生さん [40]，位置依存性がある場合に ν
(N)
i を導入して，追加した仮想的な次元方向に w

(N)
i

を取って (1)を書いたのは楠岡誠一郎さん [30]である．

先頭に跳ぶ規則 (3)において，注目する粒子への他粒子からの直接の影響（確率変数の従属性）は

下位の粒子たちの総和だけであることから，時間発展と極限を考える上で自然な量は，δcを 1点 cに

集中した単位分布として，位置強度結合経験分布

μ
(N)
t =

1
N

N∑
i=1

δ
(wi,Y

(N)
i (t))

(4)

と，(3)で先頭に跳ぶ第 3項を落として γ = (y0, t0) ∈ [0, 1] × [0, T ]と tの関数とした

Y
(N)
C (γ, t) = y0 +

1
N

N∑
j=1

∫ t

t0

1Y
(N)

j (s−)>Y
(N)

C (γ,s−)
ν̃
(N)
j (ds), t � t0, (5)

である．(5)は粒子たちに挟まれて流れに従って下流に移動するが先頭には跳ばない時間発展なので，

（極限流体の時間発展を定める方程式の）特性曲線の離散近似である．μ
(N)
· は強度関数 wi たちの集

合W と位置 [0, 1]の直積空間上の確率測度（分布）に値を取る確率過程である，μ
(N)
· はばらつく（サ

ンプル ω ∈ Ωの関数である）が，初期値 μ
(N)
0 がN → ∞でサンプルによらない分布 μ0 に収束すれ

ば，サンプルによらない分布 μtの時間発展に概収束する，ということが主定理である．

本稿では，粒子系の具体的なイメージは (3)と (4)の間でも言及したとおりランキング（順位付け），

流体力学極限を取った系のイメージは蒸発による（湖で行き止まりの淀んだ川や樋に海水を流して蒸

発で塩を作る古典的な仕組みのような）1方向への流れを考える．（追い越しのない 1次元的流れとい

う点だけを考えると，毛細管の中の血球のほうが誤解が少ないかもしれないが．）流体では先頭への跳

びは蒸発した流体の各成分量を保存するように上流から供給される大気循環の模式を意味する．

1.2 流体力学極限

現実との関係について続きを説明する前に，数学的な話が紛れないように，主定理を書き切ってお
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く．極限について発見した（それなりに）あらわな形を記述するために，必要な準備が少し長くなる．

背景や簡単な場合の表式の例に興味があれば，本小節を後に回して第 2節を先に読んでいただいて差

し支えない．（逆に背景等よりも主定理の証明の組み立てに興味がある場合は，この小節を終えた後，

第 2節を跳ばして第 3節に進んで差し支えない．）

γ = (y0, t0) ∈ [0, 1] × [0, T ], t � t0, w ∈ W に対して

ϕ(N)(dw, γ, t) = μ
(N)
t (dw × [Y (N)

C (γ, t), 1]) (6)

とおいて，μ
(N)
t の位置についての分布関数である測度値確率過程 ϕ(N) を定義する．通常の分布関

数と違って 0からの区間ではなく下流側を取っていることと端点が特性曲線の位置であることは先頭

に跳ぶ規則用の調整である．粒子が間隔 N−1 で並んでいて，粒子の種類（強度）を見なければ区間

(a, 1)に [N (1 − a)]（大括弧は整数部分）個の粒子があることに注意すると (6)から

Y
(N)
C (γ, t) = y0 +

[N (1 − y0)]
N

− ϕ(N)(W,γ, t), (7)

を得るので，特性曲線の精密化と見ることもできる自然な対象である．

強度 wiたちが位置依存性を持たなければ ϕ(N)に注目するだけで本質的に独立確率変数列の大数の

法則に帰着し，極限はポワッソン過程の言葉で書けるが，位置依存性があれば従属性の影響で極限を

記述する確率過程は独立増分性を失い，極限の流れも複雑になって流れの集合上の写像の固定点とし

て得られる．以上を記述する記号を用意する．時空 [0, 1] × [0, T ]の一方向への流れの発展方程式の初

期 (t = 0)・境界点 (y = 0)の集合を

Γ = Γb ∪ Γi , Γb = {(0, s) | 0 � s � T}, Γi = {(z, 0) | 0 � z � 1}, (8)

と置き，そのうち時刻 t時点での流れに影響する部分を

Γt = {(z, t0) ∈ Γ | t0 � t} = Γi ∪ {(0, t0) ∈ Γb | 0 � t0 � t}, (9)

と置いて，時刻 tとの整合的な組を

ΔT = {(γ, t) ∈ ΓT × [0, T ] | γ ∈ Γt}. (10)

と置く．この記号を用いて流れの集合を

ΘT = {θ : ΔT → [0, 1] |連続，θ((y0, t0), t0) = y0, (y0, t0) ∈ ΓT ,

全射，各 tで γ について非増加，各 γ で tについて非減少 },
(11)

と置く．γ について増加減少と書いたが，Γ上の大小関係は，（長方形の 2辺を素直に延ばして，）

s � t, z � y ⇔ (0, T ) 
 (0, t) 
 (0, s) 
 (0, 0) 
 (z, 0) 
 (y, 0) 
 (1, 0), (12)

で定義する．

時空の関数である強度 w ∈ W の位置変数に流れ θ ∈ ΘT を代入し（s = 0の場合はさらに初期位置

z ∈ [0, 1]を選んで），

w̃θ,w,z(s, t) =

{
w(θ((z, 0), t), t), s = 0,

w(θ((0, s), t), t), s > 0,
(13)
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と置いて，流れの連結成分（流線）の起点時刻と現在時刻の関数と見た w̃θ,w,z(s, t)を強度とする，直

前の到着時刻に強度が依存する点過程を ν̃θ,w,z とおく．ここで，w(s, t)を強度とする，直前の到着時

刻に強度が依存する点過程（非減少右連続非負整数値初期値 0の確率過程）ν̃ とは，τ0 = 0として，

各正整数点 kへの到着時刻 τk = inf{t � 0 | ν̃(t) � k} の，直前の到着時刻 τk−1についての条件付き

確率が t � τk−1 に対して

P[ t < τk | Fτk−1 ] = exp(−
∫ t

τk−1

w(τk−1, u) du) (14)

で与えられるものをそう名付けた [25, 26]．ν̃θ,w,z を用いて，流れ θ ∈ ΘT と（第 1.1節の終わり近く

で主定理の仮定の 1つとして予告した）位置強度結合経験分布の初期値の極限 μ0 に対して，

ϕθ(dw, γ, t) =
∫

z∈[y0,1]

P[ ν̃θ,w,z(t) = ν̃θ,w,z(t0) ] μ0(dw × dz),

γ = (y0, t0) ∈ Γt, (γ, t) ∈ ΔT ,

(15)

で ϕθ を定義する．この ϕθ が分布関数 (6)の極限になるように θを適切に選ぶ．(7)の連続極限版に

よって ϕθ は特性曲線 yC = yC(γ, t)を導くことを見越すと，その起点 γ について曲線たちを集める

と流れが定義できるので，G(θ)(γ, t) = 1 − ϕθ(W,γ, t)で流れの集合上の写像 G : ΘT → ΘT を定義

できる．連続極限を与える θは G の固定点 yC = G(yC)である．ここまで強度 w ∈ W のなめらかさ

について仮定しなかったが，次の固定点 yC の唯一存在定理と主定理（収束定理）の両方に十分な条

件を置く．以下W = C1,0([0, 1] × [0, T ])，すなわち，連続関数 wiたちは位置変数に関する導関数が

連続であることも仮定する．位置依存性については，おとなしくさらに，導関数が有界であること

CW := sup
w∈W

sup
(y,t)∈[0,1]×[0,T ]

∣∣∣∣∂ w

∂y
(y, t)

∣∣∣∣ < ∞ (16)

を仮定する．

定理 1 ([25, Theorem 9, (89)]) θ ∈ ΘT についての関数方程式

θ(γ, t) = G(θ)(γ, t) := 1 − ϕθ(W,γ, t), γ = (y0, t0) ∈ Γ, (γ, t) ∈ ΔT , (17)

を満たす θ = yC ∈ ΘT がただ一つ存在する． �

分布関数と分布が 1 : 1であるのと同様に，

ϕyC
(dw, (y0, t0), t) = μt(dw × [yC((y0, t0), t), 1]), ((y0, t0), t) ∈ ΔT , (18)

を満たす分布 μtがただ 1つ存在し，定理 1の yC は

yC(γ, t) = y0 +
∫ t

t0

∫
W×[yC(γ,s),1)

w(z, s)μs(dw × dz)ds (19)

を満たすこともわかる [25, Theorem 1の下]．定理 1では固定点と書いたが，(16)の下で G は縮小
写像 [25] なので，解 yC は（任意の，すなわち，単純な）流れ θ0 ∈ ΘT から yC = lim

n→∞Gn(θ0)で得

られる．

最大値ノルムに基づく標準の距離によって，C1,0([0, 1] × [0, T ])は完備可分距離空間になり [3, Ex-

ample 26.2]，本稿の測度たちはボレル測度として分布の列の弱収束が定義できる [ 5 ]．元の確率的順
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位付け模型の初期分布についてN → ∞で μ
(N)
0 → μ0のときに μ

(N)
t → μtとなることが主定理であ

る．細かく書くと，t = 0では

任意の一様有界同程度連続な集合H ⊂ C0(W × [0, 1]; R) に対して

∃δ ∈ (0,
1
2

), ∃C > 0; (∀N ∈ N) (∀h̃ ∈ H) (∀y ∈ [0, 1])∣∣∣∣
∫

W×[y,1]

h̃(w, z)μ
(N)
0 (dw × dz) −

∫
W×[y,1]

h̃(w, z)μ0(dw × dz)
∣∣∣∣ � C

Nδ
,

(20)

を以下仮定する．λを μ0 のW への周辺分布 λ(dw) = μ0(dw × [0, 1])とする．（ちなみに，強度は粒

子ごとに固定するのでN , tに関係なく λ(N) =
1
N

N∑
i=1

δwi
および λ(dw) = μt(dw × [0, 1])を得る．

また，位置は相対順位で等間隔で密度変化がないので μt(W × dy) = dy 等となる．）λ(N) と λにつ

いては，‖w‖T を最大値ノルムとして

lim
N→∞

∫
W

‖w‖T λ(N)(dw) =
∫

W

‖w‖T λ(dw) < ∞ (21)

を仮定する．λ(N) と λの定義から仮定 (20)は λ(N) → λ, N → ∞を意味する．
定理 2 (主定理，[28, Theorem 2]) 仮定 (16), (20), (21)の下で，確率 1でN → ∞のとき (4)

の μ
(N)
t は tについて一様に (18)の μtに弱収束する．すなわち，任意の y ∈ [0, 1]と有界連続関数 h :

W → Rに対して

lim
N→∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∫

W

h(w)μ(N)
t (dw × [y, 1]) −

∫
W

h(w)μt(dw × [y, 1])
∣∣∣∣ = 0, a.e., (22)

が成り立つ．

さらに，カオスの伝搬（名札付き部分有限粒子系の独立確率過程への収束，propagation of chaos）

が成り立つ．すなわち，正整数 Lと yi ∈ [0, 1), i = 1, 2, . . . , L, に対して

i = 1, 2, . . . , L,についてν
(N)
i = νi, N ∈ N, および lim

N→∞
y
(N)
i = yi , (23)

が成り立つとき，名札付き粒子系 (Y (N)
1 (t), Y (N)

2 (t), . . . , Y
(N)
L (t)) は確率 1で N → ∞のとき t ∈

[0, T ]について一様に (Y1(t), Y2(t), . . . , YL(t))に収束する．ここで，各 i = 1, 2, . . . , Lに対して Yi

は

Yi(t) = yi +
∫

s∈(0,t]

∫
(w,z)∈W×[Yi(s−),1]

w(z, s) μs(dw × dz)ds

−
∫

s∈(0,t]

∫
ξ∈R+

Yi(s−)1ξ∈[0,wi(Yi(s−),s)) νi(dξ × ds),

i = 1, 2, . . . , L, t ∈ [0, T ],

(24)

の唯一解である． �

主定理は確率 1のサンプル ω ∈ Ωごとの収束という意味で概収束であり，サンプル間で有限粒子数

の位置強度結合経験分布 μ
(N)
t がばらつく一方，極限 μtはサンプルによらないという意味で，広いく

くりでは（従属測度値確率変数列の）大数の強法則である．ただし，独立性はN を固定するごとに粒

子間で（ν
(N)
i が異なる iの間で独立という形で）のみ仮定している点で，通常のランダムウォークの

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 6

6 論 説

大数の強法則よりも強い大数の完全法則 [33, 13, 14]に対応する [29]．第 3節で紹介するように，そ

の強い評価が証明の途中段階で中間模型の収束において用いられる [25]．

第 2節で順次紹介するように，wが位置変数について定数ならば証明は相対的に簡単であり，簡単

であるにも関わらず動機となった応用に関していくつかのことを説明できる．

2 強度が位置依存性を持たない確率的順位付け模型

2.1 Amazonランキング

小売業の構造を大きく変えた巨大なネット小売業の印象がある Amazonだが，元々はネット書店で

あった．和数学書を心に決めて，日本法人 Amazon.co.jpの検索欄で「本」のカテゴリーを選び，検索

して当該書のウェブページを開くと，他の本の宣伝のやや下「登録情報」のところにランキングとい

う数字がある．（和書としたのは Amazonランキングが和洋でわかれているため，数学書としたのは

読者の関心を引こうとしただけで実際には数学書に限らずどの本を選んでも同じ現象が見られること

が本記事の内容に含まれている．）大流行の著名本は別格として，大半の本の数十万位という順位は自

著でのみ気になる数字だが，1時間に 1度しか更新しないこともあって，思い出したように見に行く

と，たまに桁を間違えたかと思う順位がついて謎めく．「ヘルプ」の説明の文言はときおり更新される

が，たとえば「最新販売数と累計販売数を反映」して決まるといった，誰もが当然視する内容の漠然と

した追認に終わる．最新販売数，言い換えると，流行度を順位づけているというが，まれにしか売れ

ない大多数の本の流行度とはそもそも何か，どこから「最新」なのか，遠過去と近過去の重みはどう

するか，など実用的にアプローチしようとすると謎が解けそうにない．発想を転換して最近の人気や

流行を反映するもっとも単純な順位付けを目指すと，最後に売れたものを 1位とする「先頭に跳ぶ規

則」に行き着く [23]．先頭に跳ぶ規則に加えて，本のネット注文（書店側から見れば，販売）は不特定

c v d p f

p c v d f

v p c d f

p v c d f

c p v d f

図 1：「先頭に跳ぶ規則」は流行度の順位付けのもっとも簡単な定義（本文では書名
c,d,f,p,vを味気なく i = 1, . . . , N と書く．）

多数の読者の独立ランダムな行動として，点過程として広く用いられるポワッソン過程で単純化すれ

ば，確率的順位付け模型を得る [20, 21, 22, 19, 24, 23, 40, 41, 30, 25, 26, 27, 29, 28]．wiが位置依

存性を持つと第 1.2節のように結果が複雑なので，ここではまず研究の出発点となったもっとも単純

な場合，すなわち，wi が定数の場合を扱う．このときW = C1,0([0, 1] × [0, T ])はW = R+ と同一

視できて，たとえば，強度の分布 λ(dw) = μ0(dw × [0, 1])，すなわち，流体成分の分布，等は R+上

数学 00巻 0号 0000年 00月
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の，いわゆる 1次元分布と同一視できる．しかも，(2)の ν̃
(N)
i が強度 wi のポワッソン過程で iにつ

いて独立だから，極限も含めて確率は通常のポワッソン過程で書けるので，下流側で指数分布に従っ

て蒸発した量の分だけ流れが進むという意味の，以下のようなわかりやすい結果が成り立つ [20, 21]．

まず，最上流を起点 (γ = (y0, t0) = (0, t0))とする (5)の特性曲線の極限 yC(γ, t)は

yC(γ, t) = 1 −
∫ ∞

0

e−w(t−t0)λ(dw), t � t0 , γ = (0, t0), (25)

と，強度の分布 λを用いて具体的に書ける．また，増加関数 y = yC((0, 0), t)の逆関数を tC : [0, 1) →
R+ と置くと，(25)から tC(yC(γ, t)) = t − t0 および y = 1 −

∫ ∞

0

e−wtC(y)λ(dw)であって，

μt(dw × [y, 1)) = μ(dw × [y, 1)) = e−wtC(y)λ(dw), (26)

あるいは，微分 t′C(yC) ˙yC = 1に (25)を使った後 yC = yと t − t0 = tC(y)で書き直して

μ(dw × dy) =
we−wtC(y)∫ ∞

0

ve−vtC(y)λ(dv)
λ(dw) dy

が定常分布であることもわかる．（第 1.2節も既読の場合は，直前の到着時刻に強度が依存する点過程

ν̃θ,w,z が，強度が一定ならポワッソン過程になることから，(15)はポワッソン過程で時間 [t0, t)の到

着が 0回の確率（指数分布）で書けて，定理 1を用いることなく独立確率変数列の大数の法則の直接

適用で極限が取れて特性曲線 yC = θ について (25)を得る．(26)も (15)と (18)から得る．）粒子 i

の軌道のN → ∞極限（定理 2の (24)）は，強度 wi のポワッソン過程の k回目の到着時刻を τk と

おくと

Yi(t) = yC((0, τk), t), τk � t < τk+1, k = 1, 2, . . . , (27)

となる．

以上から，1部売れた本は 1位という先頭に跳ぶ規則を，そのまま当てはめる暴挙が予言する Ama-

zonランキングの時間変化 X
(N)
i (t)は，定義 (1)では規格化して本 iが時刻 t で 1位であることを

Y
(N)
i (t) = 0，最下位を 1− 1

N
としたので，X

(N)
i (t) = NY

(N)
i (t) + 1で与えられる．Amazon.co.jp

の本は研究開始当時でN が百万 (106)の程度，現時点でその約 2倍と推測されるので，N → ∞の極
限の結果が良い近似であろう．本 iの累積 k冊目の注文時刻を τk として，Amazon.co.jpにおける書

籍の注文頻度の分布を λとすると，(27)と (25)から，τk � t < τk+1 において

X
(N)
i (t) = NYi(t) + o(N) = N

∫ ∞

0

(1 − e−w(t−τk))λ(dw) + o(N) (28)

を得る．最後に本 iが売れた時刻 τk を時刻の起点に取り直せば（τk で条件付ければ）右辺がバラツ

キのない量なのは，多数の刊行書の売り上げのバラツキの相殺という，大数の法則であり，多数の本

の売上の総計で相対的に順位を落とすので，どの本に注目しても（iによらず）同形の曲線に従う．

曲線の形状の前に，注文が入った本が 1位になるという先頭に跳ぶ規則の顕著な特徴が実際に見え

ることを確認する必要がある．Amazonはランキングのアルゴリズムを自由に決められるので，たと

えば流行はほとんど考慮せず累積販売数で順位を付けても，「最新販売数と累計販売数を反映」という
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漠然たる説明に矛盾しない．バグやシステム更新が特徴を見えなくする可能性もある．

07/06 09 12 08/03 date

500,000

ranking

図 2：ランキングの時間変化の観測値．横軸は時刻 t，全体で約 1年，縦軸はXi，下が小さな値すなわち上位．

図 2は筆者が初めて観測し記録した Amazonランキングの時間発展である [22]．帆船の帆のよう

な，ほぼなめらかな上に凸な増加曲線に並ぶ各点が観測値，最初の帆の密な点列は毎日定時の観測，最

後の帆は週 1度の観測である．順位が改善するときはそれまで落としていた順位が一気に横軸（1位）

付近まで跳ぶ．順位の一気の改善がその本の注文に対応することは，めったに売れない専門書を注文

して 2時間ほど順位の変化に注目すればわかる．桁の見間違いと見えていた良い順位は，本が売れた

直後に見た場合の結果で，先頭に跳ぶ規則が Amazonランキングの悪くない理想化であることの証で

あった．

先頭に跳ぶ規則は単純なだけに種々の別名で呼ばれる．文献上 [46]に遡れることは既に引用したが，

同書には本の山から取り出して読んだら一番上に載せる「積ん読」を正当化する段落がある．同じア

ルゴリズムを「超整理法」と名付けた本もあった．窓口で処理されず諦めて離脱することだけで進む

待ち行列と思えるし，時間反転すれば top-to-random shufflingでもある．Move-to-frontという命名

は 1970年代 [39, 31, 9, 38, 37]のようである．その後しばらくの膨大な文献 [42, 15, 6, 11, 7, 43,

16, 18, 17, 35, 44, 36, 2, 32]は，テープのような順番に記録する古典的な媒体だけでなく，値段と

速さが相反する記憶媒体系の計算実行時の様子に応じた使い分け（データの動的配置）のアルゴリズ

ムの 1つ (least-recently-used (LRU) caching) の理論的研究という位置づけのようである．（もっと

も，現代では，OSカーネルの仮想記憶管理実装では前処理時間が大き過ぎて LRUはそのままでは使

えないという話を，偶然拙著 [23]を見つけて連絡を下さった，筑波大の情報工学研究科の加藤和彦先

生から最近伺った．高速化のぎりぎりのところを競うので，データ（ページ）が使われる度にそれよ

り最近使われたページの順位を付け直すアルゴリズムは，さすがに単純化のしすぎのようである．）

2.2 Amazonはロングテールに非ず

確率的順位付け模型という数学的な単純さを追求したモデルが現実のランキングデータの特徴と整

合していることが実測によってわかったので，もう一歩踏み込んで図 2の実際の Amazonランキン

グと理論式 (28)を比べる．比べるには各書籍の平均売上の分布 λが必要である．企業の種々の詳し

いデータは秘匿されているので，分布の概形（分布族）を指定して，パラメータ（母数）をデータか

ら統計的に当てはめる必要がある．（年齢などの属性を適切に揃えたときの）身長の分布のように平均
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とそのまわりの揺らぎの描像で語られる場合は正規分布族，所得などのように格差が議論となるとき

はべき分布（一般化パレート分布，離散版 λN では一般化ジップの法則）族が広く使われる．専門書

と流行書を思い浮かべるまでもなくここでは後者を選んで，

λ([w,∞)) =
(

a

max{w, a}
)b

(29)

と置く．aと bは正定数である．(29)を (28)に代入すると，時刻 t時点で最後に売れた時刻を τk と

して，

X
(N)
i (t) ∼ N − Ne−a(t−τk) + N(a(t − τk))bΓ(1 − b, a(t − τk)) (30)

と，不完全ガンマ関数 Γ(z, p) =
∫ ∞

p

e−xxz−1 dx を用いて理論曲線が求まる．図 2のデータを用い

て τk たちとパラメータN , a, bを求めることで，

(N, a, b) ∼ (8 × 105, 5 × 10−4, 0.8) (31)

を得た [22, 24]．これを用いて理論曲線を図 2の実際のデータに重ねたのが図 3である．思い切り単

07/06 09 12 08/03 date

500,000

ranking

図 3：確率的順位付け模型の理論曲線の観測値への当てはめ

純な数理モデルにしては，定量的にも現実のランキングのデータをよく説明する，と考える．

ネット書店としての Amazonは，かつてロングテールビジネスの草分け的存在として注目された

[ 1 ]．ビッグヒットを除く裾野に位置する本は個別にはめったに売れなくても，ほとんどすべての本が

裾野に位置するので，合計すれば無視できない売上をもたらすかもしれない，というのがロングテー

ルビジネスの可能性である．ウェブ小売業以前は商品陳列のためのコストが大きかったので，ビッグ

ヒット依存型の商売しかありえなかったのに対して，ウェブ小売業では商品ごとの陳列コストがきわめ

て小さくロングテールビジネスの可能性が現実的な検討課題になった．商品の売上分布は社外秘に属

するが，ランキングという公開情報だけを用いることで Amazon.co.jpの売上分布の近似である (29)

と (31)を得た．つまり，ロングテールビジネスであるか否かを部外者でありながら分析できる．

一般化パレート分布は格差を論じる状況でよく用いられると書いたが，分布の形 (29)のとおり，b

が小さいとき裾野に比べてビッグヒットの寄与が圧倒的であり，bが大きいときはロングテールが無視

できない．N が大きいとき，ロングテールの売上への寄与が全売上の中で無視できるかできないかは
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bが 1より大きいか小さいかが判定基準となることがわかる．データを当てはめた結果 (31)から b <

1とわかったので，Amazon.co.jpではロングテールの売上は無視できる．Amazonはロングテール

に非ずである [23]．

2.3 強度が時刻に依存する確率的順位付け模型

強度関数 wi たちが時刻の関数の場合でも，位置依存性が無ければ，(2)の ν̃
(N)
i が iについて独立

な強度 wi(t)の（非一様）ポワッソン過程なので，wiたちが定数の場合と同様に独立確率変数列の大

数の法則で極限を直接得て，（非一様）ポワッソン過程の確率で書ける [19, 24, 23, 40, 41]．W は時

刻の 1変数連続関数の集合 C0([0, T ])と同一視できて，wiたちが定数のときのW = R+ よりも実質

は複雑だが，標準の最大値ノルムに基づく距離について可分完備距離空間だから，確率論としては変

わることなく極限についての確率を議論できる．定常分布という言葉は使いがたいが，最上流を起点

とする (γ = (0, t0)) 粒子の軌道 yC(γ, t)については強度の分布 λ(dw) = μ0(dw × [0, 1))を用いて定

数の場合の軌道 (25)で w × (t − t0) �→
∫ t

t0

w(s) dsと置き換えた

yC(γ, t) = 1 −
∫

C0([0,T ])

e
−

∫ t

t0

w(s)ds
λ(dw), t � t0 , γ = (0, t0), (32)

が成り立つ [19]．(32)と (27)から強度が時刻依存性を持つ場合への (28)の一般化もわかる．

実質的に独立確率変数列の大数の法則に帰着することから自然なことだが，経験分布の収束だけで

なく（第 1.2節の定理 2の後半の結論に相当する），名札付き粒子過程の独立確率過程列への収束（カ

オスの伝搬）が成り立ち [40]，さらに，汎関数中心極限定理（以上の確率過程の収束の速さが中心極

限定理で記述できること）の成立も永幡さんによってわかっている [41]．

強度が時刻に依存する確率的順位付け模型の極限定理は数学としては以上のように明快であるが，

たとえば (32)と (27)を組み合わせた公式を強度が定数の場合の図 3や (31)のように実際の現象と比

べようとすると，λが非負実数 R+ 上の分布ではなく連続関数 C0([0, T ])上の分布なので，決めるべ

き母数が急増して，そのままでは現実的な統計的当てはめが困難になる．たとえば社会現象では（気象

などの自然現象でも）活動の昼夜差は無視できない．実際，Amazonランキングも，竹島佑介さんが

書いたプログラムで自動的にデータを取得できるようになってから，毎時の更新ごとのデータを取っ

てみると，図 4のように毎日定時のデータ（図 3）に小さな日周期の時間変化を重ねたものに見え

る．この複雑な状況への簡単な対処として，関数 a : [0, T ] → R+ を決めて強度をW = {w · a | w ∈
R+} ⊂ C0[0, T ]に制限（すべての粒子 iについて同一の時刻依存性を仮定）すると，wが定数の場合

と同様に λを R+ 上の分布と同一視できて，

yC(γ, t) = 1 −
∫

R+

e−w (A(t)−A(t0)) λ(dw), A(t) =
∫ t

0

a(s) ds, t � t0 , γ = (0, t0), (33)

を得る [19, 24]．

さらに aが周期 Tp を持つ (a(t + Tp) = a(t), t � 0)場合は，
1
Tp

∫ Tp

0

a(u) du = 1を満たすように

wの定数倍を取り直せば，Ap(t) := A(t) − t =
∫ t

0

(a(u) − 1) duは周期 Tp の周期関数だから，周期

Tp ごとに観測すれば，

数学 00巻 0号 0000年 00月



著者原稿 日本数学会『数学』 page: 11

確率的順位付けの数理モデル 11
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図 4：Amazonランキングの毎時更新ごとの観測値は，毎日定時の観測値（図 2）に日
周期の変化を重ねた形をしている．横軸は時刻 t，全体で約 8日，縦軸はXi．

yC(γ, t0 + n Tp) = 1 −
∫

R+

e−w n Tp λ(dw), t � t0 , γ = (0, t0), (34)

となって，(25)で t = t0 + n Tp とした場合に一致する．すなわち，日周期がある強度の場合でも，毎

日定時のデータは強度が定数の (25)に基づく (28)に当てはめてよい．初期の強度 wが定数の場合の

研究 [20, 21]の時点では強度が時刻に依存する場合の証明を持っていなかったし，手動だったので時

刻依存性を確認できなかったが，この (34)が成り立つ見通しの下で，毎日定時の観測と強度が定数の

場合の (25)に基づいて (31)や図 3の当てはめ [22]を行っていた．

12 18 00 06 12

4000

図 5：累積強度関数 A(t)の例．横軸は正午からの 1日．強度に時刻依存性がなければ直線（点線）になる．

詳しく [19, 24, 23]は略すが，図 5が (33)の Aの 1周期 1日分の例である．強度は Aの時間微分

なのでこの例では 22時頃活動が活発だが日が変わると平均未満となり，社会活動の「昼夜逆転」はな

いことが見られる．

Amazonランキングに戻って，図 4のような毎時刻のデータを (33)に当てはめることで，毎日定時

のデータを (25)に基づく (28)に当てはめる場合よりも多くのデータが使えるが，(31)と同様に b =

0.8 < 1を得て [24, 23]，Amazonはロングテールに非ずという結論は変わらない．

2.4 強度が位置にも依存する確率的順位付け模型へ
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初期の研究の頃にセミナー等で必ず質問されたことの 1つに，ランキングが上位であることの宣伝

効果はあるか，ということがあった．この問題に数学的に答えるには強度 w(x, t)が時刻 tだけでなく

位置 xにも依存する場合を考える必要がある．現実や応用と切り離しても，時刻だけの関数と同様に

証明できるならば 1変数で終わるのは不自然であり，難しくなるならどの程度数学が変わるか見る意

味がある．実際，難しくなることがわかった [30, 25, 26, 27, 29, 28]．

強度が位置依存性を持つ確率的順位付け模型の流体力学極限を初めて証明したのは楠岡誠一郎さん

との共著 [30]である．方程式 (1)自体そのとき初めて楠岡さんが書いて下さったので，（時刻方向の）

劣マルチンゲール不等式を用いた楠岡さんの証明の構図とともに画期的な結果であるが，[30]の定理

の仮定に 2点の宿題が残った．

(i) 強度 w（は有界閉区間上の連続関数なので個別に有界だが，そ）の分布の台が有界であること

を [30]で仮定した．いっぽう，現実のウェブのランキングは (29)のように格差が巨大で，極限で有界

でないとするのが良い描像である．現実への応用を抜きにしても，強度 wが位置依存性を持たない場

合 [20, 21, 19]は，強度の分布に有界性の仮定は不要であった．位置依存性が僅かでも入ったとたん

に有界性が必要になる理由は見当たらない．

(ii) 分布の空間は [30]では全変動ノルムに基づく位相を入れた．これは，大数の法則で打ち消し合

う揺らぎを，強度 wi が共通 (wi = w)の粒子の間の揺らぎに限ったことを意味する．（関連するわか

りやすい事実として，粒子系のような離散分布が，パレート分布のような連続分布に収束しない．）他

方，位置依存性を持たない場合の証明は，弱収束位相による収束で，異なる wi たちの間の揺らぎの相

殺も許されている．極限としてパレート分布などの連続分布を選ぶことも差し支えない． �

第 3節で証明 [25, 27, 28]の概要を紹介するが，第 1.2節の定理 2では，強度の分布の台はパレー

ト分布を含む非有界を許し，分布の空間の位相は弱収束位相と同様に異なる強度のポワッソン過程の

間の揺らぎの相殺を排除せず，離散分布が連続分布に収束することも許す．

3 確率的順位付け模型の流体力学極限

本節は第 1.2節の定理 2の [25, 27, 28]に基づく証明の概要である．（第 2節を先に読まれた場合

は，第 1.2節の諸量の定義を以下適宜参照いただきたい．）

3.1 証明の構図

証明の扇の要の位置に，「流れが定める強度に従う確率的順位付け模型」の発見がある．この名称の

前半は，(11)で定義した流れ θ ∈ ΘT ごとに決まる粒子系であることを意味する．また，この粒子系

は (14)で用意した，直前の到着時刻に強度が依存する点過程に基づいて，(3)の類推で定義される．

この粒子系が以下の性質を持つことを証明することで，元の粒子系（強度が位置に依存する確率的順

位付け模型）の流体力学極限の存在を証明した．

(i) この系において粒子の先頭への跳びの事象の定義関数（確率変数）とその期待値，すなわち事

象の確率，との差が極限で消えること（第 3.4節，[27]）．

(ii) 上記事象の確率（期待値）も収束すること，したがって，この粒子系の結合経験分布および特性

曲線，そして名札付けした粒子への他の粒子の影響が順次収束すること（第 3.3節，第 3.2節，[28]）．

(iii)以上の収束は任意の流れ θ ∈ ΘT に対して成立するが，特に，結合経験分布の極限の特性曲線

に等しくなる θがただ 1つあること（第 3.5節，[25]）．
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(iv)上記の，唯一存在する流れ θが定める強度に従う確率的順位付け模型の定義の中の，直前の到

着時刻に強度が依存する点過程を，元の粒子系を定義するポワッソン乱測度を用いて定義 (coupling)

することで，元の粒子系との差がN → ∞で消えること（第 3.2節，第 3.6節，[28]）． �

流体力学極限における中間模型は局所平衡の概念が周知だが，確率的順位付け模型は拡散過程でない

ので（非対称過程なので）平衡系はなく，局所平衡系と流れが定める強度に従う確率的順位付け模型

の間には数学的関係はない．構図の類似は比喩にとどまるが，流体力学極限と呼ばせていただく．文

献との対応に関して，ポワッソン過程の非独立増分な一般化を扱う第 3.2節の内容と 1次元流体の偏

微分方程式系の非局所項を含む一般化になる第 3.5節の内容，および，非減少関数値独立確率変数列

の大数の一様完全法則を扱う第 3.4節は確率的順位付け模型から切り離して閉じた形に結果を纏めた

ので，それぞれ [25]および [27]に切り離し，その他の部分は [28]に書いた．切り離した部分について

は [26, 29]に追加事項がある．

以下，それぞれについて紹介する．

3.2 直前の到着時刻に強度が依存する点過程

直前の到着時刻に強度が依存する点過程 ν̃(t)は，主定理証明のための中間模型（流れが定める強度

に従う確率的順位付け模型）の定義で用いる．自然に主定理において極限を記述する素材であり，そ

のため第 1.2節の (14)で既に紹介した．名称どおり，2時刻の関数 w(s, t)を強度関数として，時刻 t

での強度が tまでの最新の到着時刻 sにも依存する．強度関数 wが sについて定数ならば通常の非一

様ポワッソン過程である．応用上は，照明が性能に応じた強度関数に従ってランダムに切れるが，切

れた時点で買い換えると，技術の進捗や環境上の規制によって，その時点で買える照明の規格が違う

ことを考慮した累積交換回数を表す．

ポワッソン過程と同様にポワッソン乱測度 ν(dξ × ds)を用いて構成できて，種々の公式を得るとと

もに，粒子系では元の模型と中間模型の couplingを得て，両者の極限の一致も得る [25, 26, 28]．最

後の点について先に立ち入ると，時刻 tまでの最後の到着時刻を τ∗(t)とおくとき，

τ∗(t) =
∫

s∈(0,t]

∫
ξ∈[0,∞)

(s − τ∗(s−)) 1ξ∈[0,w(τ∗(s−),s−)) ν(dξ × ds)

となる [26, §1.2]ことに注意すると

ν̃(t) =
∫

s∈(0,t]

∫
ξ∈[0,∞)

1ξ∈[0,w(τ∗(s−),s−)) ν(dξ × ds)

を得るので，ν を元の確率的順位付け模型 (1)のポワッソン乱測度に取れば coupling を得る．

ポワッソン過程とは対照的に，独立増分ではなく，公式は複雑になる．たとえば，時間 (s, t]に到着

が無い確率は，一時的にW (u, v) =
∫ v

u

w(u, s) dsとおくと，k = 1, 2, 3, . . . について，u0 = 0とし

て

P[ ν̃(t) = ν̃(s) = k ] =
∫
0�u1�u2�···�uk�s

e−W (uk,t)
k∏

i=1

w(ui−1, ui) e−W (ui−1,ui) dui

となる [25, §3]．ここで，wが第 1変数について定数ならば，よく知られた公式
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0�u1�u2�···�uk�s

k∏
i=1

f(ui)du1 du2 . . . duk =
1
k!

(∫ s

0

f(v)dv

)k

, s � 0, k = 1, 2, . . . ,

によって，P[ ν̃(t) = ν̃(s) ] = e−W (s,t),となって，ポワッソン過程の結果を特別な場合として得る．

中間模型の粒子の先頭への跳びというランダムな事象の偏差が消えることは後述の大数の法則の範

疇だが，偏差の基準となる期待値（確率）の収束の証明 [28, §3.3.3]と，中間模型を定める流れ θ ∈
ΘT を決定する関数方程式 (17)の右辺の写像 G : ΘT → ΘT が縮小写像であることの証明 [25]に上

記を含む精密な結果を用いた．第 2.4節に即して書くと，[30]の強度分布の台が有界という仮定を外

すのに以上の精密な評価も用いたということである．なお，もう一方の宿題の収束位相の選択は大数

の法則の問題なので，模型固有の詳細評価では解決しない．

3.3 流れが定める強度に従う確率的順位付け模型

流れの集合 (11)から θ ∈ ΘT を選んで固定し，各粒子番号 iごとに (13)の w̃
θ,wi,y

(N)
i

(s, t)を (14)

の強度とする，直前の到着時刻に強度が依存する点過程を ν̃
(N,θ)
i とおく．第 3.2節に従って元の模型

(1)と ν
(N)
i を通して coupleしてあるとする（特に，ν̃

(N,θ)
i , i = 1, . . . , N , は独立な過程である）．元

の方程式（の書き換え）(3)の Yi と ν̃j の上の添字をN �→ (N, θ)とした，

Y
(N,θ)
i (t) = y

(N)
i +

1
N

N∑
j=1

∫ t

0
1Y

(N,θ)
j (s−)>Y

(N,θ)
i (s−)

ν̃
(N,θ)
j (ds) −

∫ t

0

Y
(N,θ)
i (s−)ν̃(N,θ)

i (ds)

で定まる Y
(N,θ)
i , i = 1, . . . , N , を，流れ θが定める強度に従う確率的順位付け模型と呼ぶ．本来の

モデルと同様に，位置強度結合経験分布 μ
(N,θ)
t ，離散特性曲線 Y

(N,θ)
C ，分布関数 ϕ(N,θ) を，それぞ

れ (4)，(5)，(6)で Yi , ν̃j , YC の上の添字をN �→ (N, θ)とした式で順次定義すると，（本来の，強

度が位置に依存する確率的順位付け模型 (3)と違って，）ν̃
(N,θ)
i たちが独立なので，（第 2節で言及し

た，強度が位置依存性を持たない確率的順位付け模型と同様に，）ϕ(N,θ) については先頭に跳ぶ規則

に基づく従属性（元の方程式 (1)では右辺第 2項）を避けることができて，独立確率変数列の大数の

法則が使える．位置依存性を持たない確率的順位付け模型との相違は，ν̃
(N,θ)
i は直前の到着時刻が分

布することから強度がサンプルごとに変わるので，ポワッソン過程ではなくなって確率が複雑になる

点である．

もう少し具体的に書くと，J
(N,θ)
i (t0, t) = {ω ∈ Ω | ν̃

(N,θ)
i (t)(ω) > ν̃

(N,θ)
i (t0)(ω)} と置くとき，

γ = (y0, t0) ∈ Γt かつ t ∈ [0, T ]（境界点）に対して，

ϕ(N,θ)(dw, γ, t) =
1
N

∑
j; y

(N)
j �y0

1J
(N,θ)
j (t0,t)c δwj

(dw)

となって，ϕ(N,θ)(dw, (y0, t0), t)は独立確率変数の算術平均である．この収束を言いたい．サンプル

ω ∈ Ωに関しては概収束，すなわち ω を固定するごとに証明するが，その際，W 上の分布の収束に

ついては弱収束型の位相，すなわち，しかるべきW 上の実連続関数の族からとった hを積分した量

ϕ(N,θ)(h, γ, t) =
1
N

∑
j; y

(N)
j �y0

1J
(N,θ)
j (t0,t)c h(wj)
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で考える．収束の証明は，大数の法則，すなわち，期待値（確率）からの偏差の算術平均の消失

lim
N→∞

(ϕ(N,θ)(h, γ, t) − E[ ϕ(N,θ)(h, γ, t) ])

=
1
N

∑
j; y

(N)
j �y0

(1J
(N,θ)
j (t0,t)c −P[ J

(N,θ)
j (t0, t)c ])h(wj) = 0 (35)

と，期待値（確率）
1
N

∑
j; y

(N)
j �y0

P[ J
(N,θ)
j (t0, t)c ] h(wj) の収束に，自然に分けられる．後者は証明

全体の中では一番初等的だが，第 3.2節で言及したとおり模型の極限の詳細性質を用いる．前者は，確

率的な揺らぎの相殺が証明全体の中でここだけにあるので，収束の原動力だが，系の詳細によらない

ので一般的な枠組の中で次に紹介する．

3.4 関数値独立確率変数列の大数の一様完全法則

中間模型は本来の模型との差のN についての概収束極限を調べることになるが，従属性を評価する

際に Gronwall不等式型の議論に持ち込むために (35)は 2時刻 t0 と tについての一様な収束を目標

とし，その議論でN の次数を（+0だが）損することを見越して (35)では次数を稼ぎたい．始終 2時

刻の空間Δ = {(t1, t2) ∈ R
2 | 0 � t1 � t2 � T}の上の関数 z : Δ → R+ であって，第 1変数につ

いて減少，第 2変数について増加，両時刻が等しいとき 0の関数の集合をDとおく．Dは，非減少関
数の始終時刻間の差と同様の単調性を持つが差で書けないものを含む．

D に値を取る確率変数列 Z
(N)
i : Ω → D, i = 1, 2, . . . , N , を考えたい．(35)はその典型例だが，

大数の法則として一般化するには少し回りくどい表現が必要で，以下D値独立確率変数列というとき，
各時刻ごとに Z

(N)
i (s, t) : Ω → R+ が実確率変数で，有理点での実確率変数たちの組が，異なる iの

間で独立とする．（一様収束位相で跳びを許す関数を考えるので，通常の独立実確率変数列の素朴な一

般化としてボレル確率変数として扱うと，非可分空間の直積測度の問題が生じる [ 5 ]．実確率変数列

の大数の法則ではなくGlivenko–Cantelliの定理の一般化と呼ぶのが適切かもしれない [12, 29]．）

定理 3 ([27, Theorem 1]) r > 0および q > 2とする．各N ∈ Nに対して Z
(N)
i , i = 1, . . . , N ,

をD値独立確率変数列とし，M > 0と各 iについて w
(N)
i � 0を定数として以下を仮定する．

(i) E[ Z
(N)
i (0, T )q ]1/q � M (N),

(ii) |E[ Z
(N)
i (t1, t2) − Z

(N)
i (s1, s2) ]| � M (N)w

(N)
i (|t1 − s1|r + |t2 − s2|r),

(s1, s2), (t1, t2) ∈ Δ.

このとき算術平均 Y (N) =
1
N

N∑
i=1

Z
(N)
i は，qと rだけで決まるN0 以上のN に対して

E[ sup
(t1,t2)∈Δ

|Y (N)(t1, t2) − E[ Y (N)(t1, t2) ]|q ] � M (N)q2q−1

Nq2r/(2qr+2r+2)
(Cq

q (2Tw(N)1/r + 1) + 22q)

を満たす．ここで，w(N) =
1
N

N∑
i=1

w
(N)
i ，そして Cq は qのみで定まる正定数である．さらに (q2 −

2q − 2)r > 2かつ {M (N), w(N)}が有界ならば任意の ε > 0に対して
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lim
N0→∞

∑
N�N0

P[ sup
(t1,t2)∈Δ

∣∣∣∣ 1
N

N∑
i=1

(Z(N)
i (t1, t2) − E[ Z

(N)
i (t1, t2) ])

∣∣∣∣ > ε ] = 0

が成り立つ． �

定理 3の結論の後者の式は，前者のモーメント評価のN についての級数が収束することからチェビ

シェフの不等式によって得られるが，概収束，すなわち確率 1の各サンプルに対して算術平均の偏差

が 0に収束する，という主張よりも強い．実確率変数列の収束において [33]が完全収束と名付けて独

立実確率変数列の大数の強法則に適用した [33, 13, 14]ので，大数の完全法則と呼ぶことにする．こ

の収束はランダムウォークの概収束と違って，異なるN に対する増分を（同分布な範囲で）取り替え

ても成り立つ（iが同じでN の異なる Z
(N)
i が同じ確率変数でなくてよい）．ランダムウォークでは

サンプルごとに，現在位置に 1歩を追加する「酔歩」なのと対照的である．現実の流体力学極限は有

限のN を極限で近似（理想化）するので，完全収束が適切である．

本稿で扱うのは有界な関数列なので qを任意に大きく取れることから，定理 3のモーメント評価は，

評語的に書くと，任意に小さい ε > 0に対して Y (N) = O(N1/2+ε)を与える．ここと，第 3.6節で言

及する中間模型と本来の模型の比較の，2箇所でO(N1/2)に届かない．目標の流体力学極限の証明に

は余裕で十分だが，汎関数中心極限定理は不明である．2箇所と書いたが，2時刻について一様な評価

を考えるのは第 3.6節の本来の模型との比較のためなので，自然なことだが，実質は従属性を外すと

ころ 1箇所に評価の難しさが集中する．定理 3のN の次数は期待値の tについてのヘルダー連続性

の仮定 (ii)の次数 r が関与する．Glivenko–Cantelliの定理の 1変数関数値確率変数列への直接的な

拡張では，ヘルダー連続性の仮定が不要なのと対照的である [27, 29]．

3.5 極限分布を記述する 1次元多成分流体の偏微分方程式系

第 3.4節の大数の完全法則と第 3.3節で言及した期待値の収束の合わせ技が中間模型の収束を担う．

後者は第 3.2節で紹介したような詳細評価を要したが，いずれも流れ θ ∈ ΘT によらず成立するので，

元の模型に収束する中間模型がどの θかはここまででは決まらない．

第 1.2節で言及したとおり，本来の確率的順位付け模型と流れが定める強度に従う確率的順位付け

模型の 2つの粒子系は，後者の流れを (17)の G の唯一の固定点 yC に選ぶとき，Gronwall不等式型

の議論によって，N → ∞の極限で差が消える．
この，G の固定点ということ，あるいは，方程式 (17)の解ということを，中間模型の特性曲線の極

限（極限の流れ）の言葉で記述すると，「蒸発だけで 1方向に流れる 1次元多成分流体を表す偏微分方

程式系の蒸発率 wが位置に依存する場合の非局所項（積分項）を持つ一般化」の解を第 3.2節の確率

過程の確率を用いてあらわに書ける，と理解できる．

このことを説明すべく，古典的な偏微分方程式との関係を示すために，強度（流体では蒸発率）wの

分布が λ =
∑
β

rβδwβ
の場合に，流体の成分 αの密度

dμt({wα} × dy)
dt

の下流側の積分 Uα(y, t) =

μt({wα} × [y, 1])が満たす方程式を書く．まず，wが位置に依存しない場合は，

∂ Uα

∂t
(y, t) +

∑
β

wβ(t)Uβ(y, t)
∂ Uα

∂y
(y, t) = −wα(t)Uα(y, t), (y, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]. (36)

となる．たとえば，wが定数の場合の (26)は（微分 t′C の表式を用いると）(36)を満たすことを確か
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められる．(36)が特性曲線
d yC

dt
(t) =

∑
β

wβ(t) Uβ(yC(γ, t)) を用いて解けることは古典 [ 8 ]だが，

wが位置 yにも依存する場合への偏微分方程式系 (36)と特性曲線の自然な一般化は，非局所項を持つ

∂ Uα

∂t
(y, t) −

∑
β

∫ 1

y

wβ(z, t)
∂ Uβ

∂z
(z, t) dz

∂ Uα

∂y
(y, t) =

∫ 1

y

wα(z, t)
∂ Uα

∂z
(z, t) dz, (37)

および，
d yC

dt
(t) = −

∑
β

∫ 1

yC(t)

wβ(z, t)
∂ Uβ

∂z
(z, t) dz, であることがわかる [25, §1]．

(6) などから推測できるとおり (15) の量は ϕyC
({wα}, γ, t) = Uα(yC(γ, t), t) であるが，(15)に

よって，直前の到着時刻に強度が依存する点過程で Uα を表せて，これが (37)を満たす．古典的な偏

微分方程式の自然な一般化が非局所的であり，その解が古典的なポワッソン過程の非独立増分な一般

化で表示されるということである [25, 26]．

3.6 階層多時刻Gronwall型不等式

Gronwallの不等式の原型は周知のとおりである．

命題 4 T > 0, a � 0, c � 0を実定数とする．x : [0, T ] → Rが可積分関数で t ∈ [0, T ]に対して

x(t) � a + c

∫ t

0

x(s) ds を満たすならば，x(t) � a ect, t ∈ [0, T ],が成り立つ． �

これを多時刻に一般化すると次を得る．

命題 5 T > 0, a � 0, c � 0 を実定数，q を正整数とする．x : [0, T ]q → R が可積分関数で

(t1, . . . , tq) ∈ [0, T ]q に対して

x(t1, . . . , tq) � a ec (t1+···+tq)
1
q

q∑
i=1

e−cti +
c

q

q∑
i=1

∫ ti

0

(x(t1, . . . , tq)|ti=u) du

を満たすならば，x(t1, . . . , tq) � a ec (t1+···+tq), (t1, . . . , tq) ∈ [0, T ]q , が成り立つ． �

これを変数の個数 qを減らす評価で階層化する一般化として次を得た [28, §4]．

定理 6 T > 0と 0 � d � 1を実定数，x0 = 1，各正整数 qに対して，aq � 0, bq � 0, cq � 0を

実定数とし，xq : [0, T ]q → R+ が可積分関数で (t1, . . . , tq) ∈ [0, T ]q に対して

xq(t1, . . . , tq) � aq

q∑
i=1

xq−1(t1, . . . , �ti, . . . , tq)d + bq

q∑
i=1

xq−1(t1, . . . , �ti, . . . , tq)

+ cq

q∑
i=1

∫ ti

0

(xq(t1, . . . , tq)|ti=s) ds

を満たすとする．ここで，斜線付きの変数はその変数を除く意味である．c̃q = max
1�k�q

kck , q ∈ N, と

おいて，qについて帰納的に g0 = 1, gq = q (aq gd
q−1 + bq gq−1), q ∈ N. とすると，

xq(t1, . . . , tq) � gq ec̃q (t1+···+tq), (t1, . . . , tq) ∈ [0, T ]q, q ∈ N,

が成り立つ． �

証明の残りの概略は，元の確率的順位付け模型と中間模型において，ある時間内に先頭に跳んだ粒

子の集合が一致しない事象の確率を各粒子ごとの事象の定義関数の積の期待値で書いて，（従属性があ

るので期待値の積にはできないが，）Hölderの不等式でN の小さなべきを損しつつ外して定理 6を
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適用することでGronwall不等式型の議論に持ち込む．

4 流行度の順位付け

本稿の研究はウェブで見られるランキングの時間変化の継続的な観測から始まった．いわゆるウェブ

小売業の爆発的発展という今世紀初頭を特徴づける社会状況の中で，特定企業に限らず至る所でN →
∞極限が良い近似になり得る巨大な商品項目数のリアルタイムの順位付け更新として軌道 Yi(t)が広

く可視化されたことが，本研究の，特に個々の粒子の軌道を追いかける確率過程としての取り扱いに，

現代的な意義を与えた．先頭に跳ぶ規則に関するそれまでの研究は [46]以来，分布，特に定常分布が

中心で，個々の粒子の軌道の時間発展を追いかける動機が少なかったかもしれない．

流行度の順位付けという観点から確率的順位付け模型の軌道を見ると，最後に売れたものを 1位と

することは，ほとんどの商品，すなわち期間内にせいぜい 1点しか売れない商品にとっては，唯一の

自然な流行度の定義である．すなわち，流行度の順位付けならば必ずロングテール（売れない，下位）

側で先頭に跳ぶ規則に近づくという普遍性がある．必然的に商品ごとの流行度の順位は時間的かつ確

率的に変動し揺らぐ確率過程である．どんなに人気が無く順位が低くても 1点売れた瞬間に流行度を

1位とするのは順位の意味をなさない，という疑問に対しては，ビッグヒット商品は順位が下がり始

めてもすぐに注文が入って 1位に跳ぶので，売れない時間の順位低下を観測するのは難しく，時間軸

方向の大数の強法則で順位が安定する，というのが答えである．流行度の順位が確率過程であること

は常識ではなかったと思うが，ウェブ以前は表彰台やトップ 10や読書百選のように順位をビッグヒッ

トにのみ付けていたので流行度の順位が安定な値と思い込んでいた，と理解する．

確率的順位付け模型は確率過程としての流行度の順位付けの時間発展の簡単な数理模型であって，

新時代に可視化された巨大なランキングの確率的な挙動を説明する．一方，副産物として，一般に社

外秘とされる売上の分布，特にロングテールビジネスの成否をランキングという公開情報で分析でき

る可能性に言及した．ロングテールの価値は直接的な売上利益ではなく，宣伝効果や文化的意義や可

能性の芽である云々は（社会的にロングテールの裾野の中のさらに裾野にいる身なので）承知の上で，

数学的な関心や定式化が社会的関心を持ちうる結果をも導ければ，ときおり他分野から連絡をいただ

く嬉しい経験も得る．自然なことだが，主に出版界と中古品関連業界に注目いただいているようであ

る．Amazon.comの創業者氏に伝わっているという話をかつてセミナーの折に伺ったこともあるが，

この社外秘の真偽を確かめる術は持っていない．

強度が位置依存性を持たない確率的順位付け模型は数学的に相対的にやさしく，実測値との肯定的

な対応も得た．順位の宣伝効果のような，実測のいまだない効果の存否を知るべく，強度が位置依存

性を持つ場合に一般化すると，難しくなる．現実の社会現象は（ランキングのアルゴリズムを提供会

社が恣意的に決められる，というちゃぶ台返しに始まって）繊細な効果を見るのに必ずしも適さない

が，現象がまだ見出されていないうちに，数学を先に用意しておくことで，どこか別の場所で現象が

見つかったときに議論の混乱を防げれば社会的意義があるかもしれない．

強度分布の非有界性と位置依存性を含めるために中間模型を経由したことは，非独立増分過程とい

う形で従属性が無限粒子極限に残る粒子系としては自然だし，極限の詳細を発見したこともめでたい．

ただ，従属確率過程とはいえ大数の法則の証明に極限流体系の詳細な性質を要することは気にする向

きもあるかもしれない．対称（拡散）過程や独立増分過程の周辺に比べると，そこから少し外れた問
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題に使える精緻かつ一般性のある結果の蓄積が急速に減るか否かは筆者の知識の及ばないところなの

で，確率的順位付け模型の中に強いて原因を探すと，強度関数の位置変数についての微分の条件 (16)

がある [26]．巨大な社会格差をモデル化する強度の非有界性と比べて，動機の薄い微分は有界性を仮

定したが，(16)は第 3.5節で紹介した意味で極限の流れを定める (17)の G が縮小写像になることを
保証し，極限流（定理 1の解）の一意存在に至る．試みにこの (16)を振動の有界性

C ′
W := sup

w∈W
sup

(y,t), (y′,t′)∈[0,1]×[0,T ]

|w(y, t) − w(y′, t′)| < ∞,

に置き換えると G の縮小写像性は言えないが，位相的固定点定理は適用できて解の存在は言える [25,

Appendix]．ある流体成分の強度がある時空間の小さな領域だけ極端に大きい場合（塩田の樋の一部

を短時間強く加熱する思考実験），その成分がその時空間に届くと急速な蒸発で上流側の流れが激しく

なる一方，初期値の僅かな違いでその時空間に届かず流れが遅い状況を考えたとき，対応する粒子系

の収束は複雑な問題かもしれない．ただし筆者はそれ以上の結論を持ち合わせていない．
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